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Herleitung einer Einkommensteuerfunktion
durch Modellierung mit
Differentialgleichungen

Diana Estévez Schwarz

Zusammenfassung

Einkommensteuerfunktionen werden in der Regel als stiickweise defi-
nierte Polynome festgelegt, was offensichtliche Nachteile mit sich bringt,
insbesondere

o umstidndliche Berechnungsvorschriften, und
o keine mehrfache stetige Differenzierbarkeit (Glattheit).

In diesem Beitrag wird eine Einkommensteuerfunktion hergeleitet, die
hingegen

e cine sehr elegante Berechnungsvorschrift hat, und
e unendlich oft stetig differenzierbar ist.

Zu diesem Zweck wird der Effektivsteuersatz als Losung einer einfachen
linearen Differentialgleichung berechnet. Ein Vergleich mit der deutschen
Einkommensteuerfunktion des Jahres 2017 verdeutlicht die Vorteile.

1 Einleitung

Stiickweise definierte Einkommensteuerfunktionen kénnen zu unbefriedigenden
Situationen fiihren, insbesondere wenn der Grenzsteuersatz nicht stetig ist 1.
Beispiel 1. Um dem entgegenzuwirken, konnte die Einkommensteuerfunktion stiick-
weise auf sehr vielen kleinen Intervallen festlegt werden, die moglichst gut zu-
einander passen sollten. In diesem Beitrag wird daher dargestellt, wie in diesem
Zusammenhang Methoden der Infinitesimalrechung eingesetzt werden konnen.

1vgl. auch [1] und z.B. die aktuelle Studie [2].



2 Notation

In den Herleitungen verwenden wir die folgenden Bezeichnungen:

e x > 0: zu versteuerndes Einkommen.

E,.qx: Spitzensteuersatz in Prozent.
e E(x): Effektivsteuersatz in Prozent.

e p(x), definiert als das Verhiltnis

_Ex)
p(X) - E(X)
e S(x): Einkommensteuerfunktion
S(x):=E(x)-x

e £(x): Elastizitit (oder relative Kondition) von S

_Sx)-x S(x) E'(x)-x+E(x)
g(x) = S6)  E@) £ =p(x)-x+1.

e G(x): Grenzsteuersatz (oder absolute Kondition von §) in Prozent
G(x):=8(x)=E'(x) - x+E(x)=E(x)(p(x)-x+1) = E(x) - &(x).

Der Grenzsteuersatz beschreibt, welcher Anteil eines zusitzlich zu versteu-
ernden Euro (oder anderer Wihrungseinheit) als Steuer abgefiihrt werden
muss. Daher verdeutlicht er, inwieweit es sich lohnt, das zu versteuernde
Einkommen zu steigern oder zu verringern.

Die Bezeichnungen Eg17, S2017, G2017, €2017 verwenden wir fiir die Funktionen,
die dem Einkommensteuertarif 2017 entsprechen, vgl. Abschnitt 7.
3 Modellierung

Der Ausgangspunkt der Uberlegungen ist die Betrachtung der Definition von p (x)
als lineare homogene Differentialgleichung

E'(x) =p(x)-E(x). (D
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Abbildung 1: Logarithmische Darstellung der Modellierungsannahme zur Diffe-
rentialgleichung (2).

Wire also p (x) vorgegeben, so konnte eine parameterabhingige Funktion fiir £ (x)
als allgemeine Losung dieser Differentialgleichung bestimmt werden.

Die in den Abschnitten 4 bis 7 ausgearbeitete Idee besteht darin, fiir die Funk-
tion p(x) anzunehmen, dass Sie invers proportional zum Quadrat des Einkommens
ist, d.h.

fiir eine Konstante k£ > 0. In den Abschnitten 8 bis 10 werden weitere mogliche
Funktionen p(x) betrachtet.

Um aus der allgemeinen Losung der Differentialgleichung (1) eine spezielle
Losung zu bestimmen, verwenden wir schlieBlich die Annahme

lim E(x) = Ejpgy < oo.
X—yoo

Ist E(x) bestimmt, so konnen S(x) und G(x) definitionsgeméB berechnet werden.

Fiir eine erste Schitzung von p (x) wurde fiir die Daten von 2017 der Quotient
% in einem doppelt logarithmischen Diagramm betrachtet, in dem laut Defi-
nition Potenzfunktionen als Geraden dargestellt werden. In Abbildung 1 sind die
beiden Kurvenverldufe logarithmisch dargestellt, wobei k = In(2) - 48000 gesetzt

wurde.



4 Berechnung der Funktionen

4.1 Effektivsteuersatz E(x)

Wir berechnen fiir x > 0 den Effektivsteuersatz als Losung der linearen homoge-
nen Differentialgleichung

E(x) = )% E(x), k>0, @

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung kann mit Trennung der
Variablen berechnet werden und lautet:

—k
E(x)=C-e¥, CeR.

Aus der Uberlegung

—k

Epox=1m C-ex
X—3o0

folgt schlieBlich C = E,,,,x, womit wir die gesuchte Funktion fiir den Effektivsteu-
ersatz darstellen konnen als

—k

E(x) =Epg-e~, fir k>0, x>0.
4.2 Resultierende S(x), €(x), G(x)

e Die Steuerfunktion fiir x > 0 ergibt sich laut Definition als
—k .
S(x) :=Epgx-e> -x, mit k>0.
o Fiir die Elastizitdt von S gilt ferner
k
ex)=px)-x+1=1+ =
e Fiir den Grenzsteuersatz erhalten wir somit

G(x) = §'(x) = E(x) - (1 +§) = Epr et - (1 + k) .

X



5 Eigenschaften der neuen Einkommensteuerfunk-
tion

Die Funktion e+ ist fiir alle x > 0 definiert und unendlich oft stetig differenzier-
bar. Daher sind auch die eingefiihrten Funktionen E(x), S(x) und G(x) fiir alle
x > 0 definiert und unendlich oft stetig differenzierbar. Diese Eigenschaft haben
die stiickweise definierten Steuerfunktionen aus dem Jahr 2017 nicht. Zudem kon-
nen wir aus den Ableitungen einige Eigenschaften folgern:

—k —k
E(x) = Epax-€~, S(x) = Epax e~ 'x’
_k

E’(x) = Epge € ,é’ S’( ) Euc-€ x .(1+ )

ke™ §(k 2x) " ek
E"(x) = Emay - —r—, S"(x) = Epax - FEa

§ 2 7§ _

E"(x) = Epgy - ke~ (k 6kx+6x )’ " (x) = Emax e x(Sk 3x)

Fiir die Funktionen ergibt sich fiir k > 0, x > 0

1. E ist positiv, streng monoton wachsend und hat einen Wendepunkt bei & /2.
E ist konvex fiir x < k/2 und konkav fiir x > k/2. Da

limE(x) =0 und hm E( ) = Emax,

x—0
folgt zudem 0 < E(x) < Ejgy-

2. § ist positiv, streng monoton wachsend und konvex. Zudem ergibt sich

limS(x) =0 und lim S(x) = oo

x—0 X—poo

3. G =S ist positiv, streng monoton wachsend und hat einen Wendepunkt bei
k/3. G ist konvex fiir x < k/3 und konkav fiir x > k/3. Da ferner

limG(x) =0 und lim G(x) = Epqy,

x—0 X—ro0
gilt erwartungsgemifl 0 < G(x) < Ejqx-
4. Die Elastizitit (x) = 1 + ’)—j ist streng monoton fallend und konvex,

li =0 d I =0.
lim €(x) und  lim £(x)



6 Veranschaulichung des Parameters k

Wie bei vielen Funktionen, die Exponentialfunktionen einbeziehen, ist auch in
diesem Fall der Faktor k leicht zu veranschaulichen?.

Betrachten wir fiir 0 < p < 1 den skalierten Spitzensteuersatz p - E,,4y, SO ent-
spricht dies z.B. fiir p = 0.5 dem halben Spitzensteuersatz 0.5 - E,,,,. MOchten
wir den Betrag x,, berechnen, bei dem der Effektivsteuersatz p - E;q, angewendet
wird, so betrachten wir fiir

—k

P Emax = E(xp) = Epax €7,
und somit L
p=ev
bzw.
k= —In(p)-x, =1In (119) “Xp,

wobei k positiv ist, da aus 0 < p < 1 stets In(p) < 0 folgt.

Setzen wir diese Darstellung in die Formel von E ein, so ergibt sich

In(p)-xp

E(x)=Epgx-e *

was laut Potenzrechenregeln dquivalent ist zu

Xp
1\ =~ ap
E<x>:Emax' (;) :Emax'pf-

Entsprechend kann die Steuerfunktion dargestellt werden als

p

1\ ~ xp
S(x) = Epmax ]—? X=Epa-px -X.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass diese Darstellung leicht erkennen
lasst, dass sich E aus E,,;,, in Prozent ergibt und S die gleiche Einheit wie x hat.

Ist also z.B. x5 der Betrag mit E(x 5) = 0.5 - E;4y, SO ergibt sich
E(X)=Epa-2" % und S(x)=Epay-2" © -x.
Dabei werden wir x( 5 als Halbspitzensteuersatzeinkommen bezeichnen.

Da fiir die Eulersche Zahl e nach Definition In(e) = 1 gilt, folgt

k= Xq-1.

Das Ergebnis ist analog zur Halbwertszeit, die bei Zerfallsprozessen betrachtet wird.

8
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Abbildung 2: Auswirkung der Parameter bei den eingefiihrten Funktionen E(x)

und S(x).
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7 Vergleich mit der Einkommensteuerfunktion 2017

Die tarifliche Einkommensteuer im Veranlagungszeitraum 2017 bemisst sich nach
dem zu versteuernden Einkommen. Sie betrédgt vorbehaltlich der §§ 32b, 32d, 34,

34a, 34b und 34c jeweils in Euro fiir zu versteuernde Einkommen
1.
2.

3.
bis 8 820 Euro (Grundfreibetrag): 0;

von 8 821 Euro bis 13 769 Euro: (1 007,27 - y + 1 400) - y;

. von 13 770 Euro bis 54 057 Euro: (223,76 - z+ 2 397) - z + 939,57,
. von 54 058 Euro bis 256 303 Euro: 0,42 - x - 8 475,44
. von 256 304 Euro an: 0,45 - x - 16 164,53.

Die Grofe y ist ein Zehntausendstel des den Grundfreibetrag iibersteigen-
den Teils des auf einen vollen Euro-Betrag abgerundeten zu versteuernden
Einkommens.

Die GroBe z ist ein Zehntausendstel des 13 769 Euro iibersteigenden Teils
des auf einen vollen Euro-Betrag abgerundeten zu versteuernden Einkom-
mens.

Die Grofle x ist das auf einen vollen Euro-Betrag abgerundete zu versteu-
ernde Einkommen. Der sich ergebende Steuerbetrag ist auf den néchsten
vollen Euro-Betrag abzurunden.

In der Notation der vorherigen Abschnitte ist die Funktion Sy¢17 also auf fiinf
Intervallen definiert

So(x), falls 1 <x <8820,
(x), falls 8821 <x < 13769,
Szon(x) = Sz(x), falls 13770 < x < 54057,
S3(x), falls 54058 < x < 256303,
S4(x), falls x > 256304.

dabei ist So = 0, die Funktionen Sy, S, sind quadratische Funktionen und S3, Sy
Geraden. Entsprechend definieren wir Gyo17(x) und Exg17(x).

Fiir den Vergleich mit den Funktionen E (x), S(x) und G(x) verwenden wir die
Parameter

Epnax =045 und x5 =48000.

10
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Abbildung 3: Darstellung der berechneten Funktion und der entsprechenden fiir
das Jahr 2017.
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Abbildung 4: Detailansicht der Funktionen um das steuerfreie gesetzliche Grund-
einkommen.
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Der Sprung von G;g17 bei dem Grundfreibetrag kann mit einem Beispiel ver-
anschaulicht werden, bei dem allerdings keine weiteren Sozialabgaben beriick-
sichtigt werden.

Beispiel 1. Angenommen eine Person hat in einem Jahr bereits 882 Stunden mit
einem Stundenlohn von 10 Euro gearbeitet und hat keine weiteren Einkommen, so
dass sie keine Steuern bezahlen muss. Arbeitet Sie aber eine weitere Stunde, so
wdre ihr Einkommen 8830, woraufhin sie fiir 10 Euro Steuern zahlen miisste.

10 10

De facto wiirde die Person fiir die zusdtzliche Stunde nur 10 — 1.40 = 8.60 Euro
netto zusdtzlich erhalten. Fiir die hergeleitete Steuerfunktion ergibt sich hingegen

S(8820) =91.29, S(8830) =91.78 Euro.
Arbeitet die Person also diese eine zusditzliche Stunde, so erhdilt sie
10— (91.78 —91.29) =9.51 Euro

mehr netto.

Verwendet man diese Funktion S, so wire de facto der erste Betrag, fiir den
ein Cent Steuern gezahlt werden muss, die Nullstelle von

1n(2)48000

g(x)=0.01-045-¢ « -x,

also xp = 2830. Dieser Wert konnte also als Grundfreibetrag aufgefasst werden.
Er fillt natiirlich niedriger als 8820 aus, da der Ubergang ja geglittet wird. Soll
8820 als steuerfreier Betrag erhalten bleiben, so miisste bei der Modellierung ein
Korrekturterm hinzugenommen werden.

8 Modellierung mit Grundfreibetrag

Méochten wir einen Korrekturterm xg einbeziehen, fiir den E(x) = 0 fiir x < xo
gelten soll, so bietet es sich an, fiir x > xg

k

p(x) = —x)?’ (3)

3Einkommensteuergesetz (EStG) § 32a Einkommensteuertarif
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zu betrachten. Folglich berechnen wir den Effektivsteuersatz fiir x > x( als Losung
der linearen homogenen Differentialgleichung
k

FO= Gy

-E(x), k>0.

Die allgemeine Losung dieser Diffenrentialgleichung kann erneut mit Tren-
nung der Variablen ermittelt werden und lautet:

—k
E(x)=C-e* %, CeR.
Aus

—k
Eox = lim C-e* o
X—yo0

folgt wiederum C = E,,,;, womit wir die gesuchte Funktion fiir den Effektivsteu-
ersatz darstellen konnen als

_—k_
E<x) = Enax e, fir k> O, X > X,

was schlieBlich zu

_—k_
S(x) =Epac-e~0-x, fir k>0, x> xp,

fithrt. Aus dieser Darstellung von S(x) ergibt sich fiir x > xo weiter

(x—xp)

Gx) = 5'(x) = E(x). (1 +L2> ,
und
kx

S(X) = l+m

Betrachtet man nun &, so ergibt sich aus der Uberlegung

_—k
P Epax = Epax-e77%0,  fir k>0, x> xo,

bei Einbeziehung von x( die Darstellung

k= —In(p)- (x,—x0) = In (%) (xp —x0),

und somit z.B.

0 = FEpae-2 0 0, fir x> xp.



Dabei ist zu beachten, dass xo < x,, fiir 0 < p < 1 gelten muss.

Zusammenfassend ergeben sich fiir x > 0 die eleganten Funktionsvorschriften

0, falls 0 <x <x,
E(x) = _%05—%0 “4)
Epae-2 <o falls x> x,
0, falls 0 <x<xop,
Sx) = _%0.57% 5
Epae-2 0 -x, falls x> xop,
0, falls 0 <x < xo,
G — _ *0.5—%0 6
() E,ux-2 %0 . <1 4 kx 2) , falls x> xop, ©
(x—xp)

fiir k = 111(2) . ()C().5 —X()).
Der Grundfreibetrag xo konnte fiir ein steuerfreies gesetzliches Grundeinkom-
men Xy als Nullstelle von
X0.57%0

g(x0) = 0.01 = Epgy- 2" %0775 - (Xp 4+ 1)

berechnet werden. Fiir Xy = 8820, x9 s = 48000 und E,,,, = 0.45 wire der entspre-
chende Wert demzufolge xo = 6595. Die Darstellung der entsprechenden Funktio-
nen ist in Abbildungen 5 und 6 zu finden.

9 Splitting-Verfahren

Werden zwei Partner mit Einkommen x4 und xp zusammen veranlagt, so betrigt
die Einkommensteuer das Zweifache des Steuerbetrags, der sich fiir die Halfte
ihres gemeinsam zu versteuernden Einkommens ergibt *.

Fiir die im letzten Abschnitt eingefiihrte Funktion erhalten wir somit

205730 _ 252
2-§ <XA J2FXB> =2Epax (2 AgHO) 'XAszXB =Epmax-2 CaT8)770 - (x4 +xp) .

Der Betrag entspricht also dem, der bei Verdoppelung des Grundfreibetrages xg
und des Halbspitzensteuersatzeinkommens x 5 fiir das Einkommen x4 + xp resul-
tieren wiirde.

4Einkommensteuergesetz (EStG) § 32a Einkommensteuertarif
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Abbildung 6: Detailansicht um das steuerfreie gesetzliche Grundeinkommen bei
Einbeziehung des Grundfreibetrages.
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Abbildung 7: Splittingeftekt (7) fiir S2917 (links) und S mit E,,, = 0.45, xo = 6595,
x0.5 = 48000 (rechts).

Die Glattheitseigenschaften von § tibertragen sich auf den Splittingeffekt

XA +XB
5 )

Splittingeffekt(xs,xp) := S(x4) +S(xp) —2-S ( (7)
In Abbildung 7 wird verdeutlicht, wie sich unterschiedliche Einkommen x4 und
xp fir S7917 und S auswirken (vgl. [1]). Zudem ergibt sich aus Grenzwertbetrach-
tungen

Splittingeffekt(xs,xp) < Epax - k.

Fiir x9 = 6595, x9.5 = 48000 und E,,,, = 0.45 wire der Splittingeffekt also stets
kleiner als 12915.

10 Verallgemeinerung

In einem allgemeineren Rahmen kann man Funktionen P = P, (P fiir Progressi-
onsatz) berechnen als Losungen der Differentialgleichung

k
P&(X):—a'Pa(X), kZO, x>0 (8)
X
unter der Bedingung
lim Py (x) = Pypax < 0. )
X—yo0

Wir unterscheiden hierfiir einige Fille:

16



e Fiir k = 0 entspricht (8) der trivialen Differentialgleichung P’ = 0, die bei
Einbeziehung von (9) die konstante Losung P = P, liefert.
e Fiir k # 0 und a = 1 entspricht (8) der Differentialgleichung
k
Pi(x) = <+ Pi()

die zur Losung P; = C - x* fiihrt. Fiir kK = 1 handelt es sich also um die
lineare Progression, die eigentlich nicht mit (9) kompatibel ist. Daher wird
in der Praxis ein Betrag x,,,,, fiir das Ende der Progression P; festgelegt und
anschlieBend P = P, gesetzt.

e Fiir k # 0, o = 0 entspricht (8) der Differentialgleichung
Fy(x) = k- Po(x),

mit der Losung Py(x) = Cek*. Daher kann C auch in diesem Fall nicht mit
der Bedingung (9) festgelegt werden.

e Firk >0, o > 0und a # 1 lautet die Losung von (8) mit (9)

.k
Pa(x) = Prgy-¢ @0

Das bedeutet z.B.
k __k_
Py(x) = PBugx-€ x, P3(x) =Ppge-e 242, usw.
Die in den Abschnitten 4-7 betrachteten Funktionen entsprechen demzufolge
E(x) =Py (x), S(x)=P(x)-x.
Allgemeiner konnten demzufolge fiir o > 1 auch
Eq(x) = Pg(x), Sq(x)=Py(x)-x

gewdhlt werden, was zusitzliche Moglichkeiten eroffnet. Die entsprechende Funk-
tion p wire jeweils
k

Pa(x) = o

Eine Verschiebung um xq (vgl. Abschnitt 8) konnte auch bei diesen Ansitzen ein-
bezogen werden, womit

k
pOC('x) - (

x—x0)%
betrachtet werden wiirde. Fiir xy 5 wiirde aus
POC(XO.S) =0.5- Pmax
dann k = (& —1)-1n(2) - (xo.5 —x0)* ! folgen.

17



FunktionE (x) fir E__=0.45x _=48000 ,FunktionS (x) fir E__=0.45x__=48000
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Abbildung 8: Auswirkung der Potenz bei allgemeineren Funktionen.

11 Umsetzbarkeit

Sollten die hergeleiteten Funktionen als Grundlage fiir zukiinftige Einkommens-
tarife verwendet werden, so miisste beim politischen Prozess an erster Stelle ent-
schieden werden, welches Verhalten von

E'(x)
E(x)

=p(x)

gewiinscht wird. Ist
e p(x) =0, soist E konstant, S linear G = E (Flat Tax, k = 0).

e p(x)= }C, d.h. der Kehrwert des Einkommens, so ist E linear, S quadratisch
und G linear (lineare Progression, a = 1, k = 1).

e p(x)= %, d.h. invers proportional zum Quadrat des Einkommens, so erge-
ben sich die in Abschnitt 4 dargestellten Funktionen (o = 2).

e p(x)= x%, d.h. allgemein invers proportional zur ¢-ten Potenz des Einkom-
mens, so ergeben sich die in Abschnitt 10 dargestellten Funktionen.

Zusitzlich konnte jeweils ein Grundfreibetrag xo einbezogen werden. Sollte (3)
verwendet werden, so ergeben sich die in Abschnitt 8 dargestellten Funktionen.

Fiir die Funktionen (4)-(6) aus Abschnitt 8 miissten des Weiteren lediglich der
Spitzensteuersatz E,,,,, das Halbspitzensteuersatzeinkommen xy 5 und der Grund-
freibetrag x( festgelegt werden. Eine Anderung eines Parameters wirkt sich dabei

18
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Abbildung 9: Darstellung von E(x) (links) und S(x) (rechts) mit GeoGebra nach
der Anpassung der Schieberegeler und des Darstellungsintervalles.

immer global aus. Den Verlauf konnte sich jeder Betroffene beispielsweise mit
dem kostenlosen Programm GeoGebra [4], das zunehmend auch in Schulen ver-
wendet wird, verdeutlichen. Die direkte Eingabe von z.B.

Emx (27 (- (x05-x0) / (x—x0)))

erzeugt sogenannte Schieberegeler fiir die Parameter Em fiir E,,,,, x05 fiir xo 5,
x0 fiir xq 3,

Bei der Steuerfunktion fiir das Jahr 2017 sind die Folgen einer Verdnderung
der Parameter deutlich komplizierter zu berechnen. Somit wéren bei einer Um-
stellung nicht nur die Parameter anschaulicher, iiber die diskutiert werden miisste,
sondern auch die Folgen einer Verdnderung leichter schitzbar.

Mochte man hingegen den Abstand zu E»p17 oder S>o17 oder die Umstellungs-
kosten minimieren, so konnte man die Parameter (ggf. inklusive o ) als Losung
einer entsprechenden Optimierungsaufgabe bestimmen. De facto liefern die her-
geleiteten Funktionen aber auch Moglichkeiten, eine Abflachung und Glattung
des Mittelstandsbauchs durchzufiihren, ohne die Einkommensteuerfunktion zu li-
nearisieren, vgl. z.B. [3].

SEs bietet sich dabei an, alle Betrige in Tausendstel zu betrachten, fiir E(x) die Werte mit
100 zu skalieren und fiir S(x) hingegen nicht, vgl. Abbildung 9. Der Bereich x < xp ist dabei zu
vernachldssigen und die Intervalle der Schieberegeler sollten angepasst werden, was durch Ankli-
cken erfolgen kann. Das betrachtete Intervall fiir x kann auf einem Touchscreen leicht verschoben
werden.
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12 Ausblick

Der dargestellte Ansatz unterscheidet sich grundlegend von dem der Berechnung
der Einkommensteuerfunktion fiir das Jahr 2017. Es wird von einer glatten (pa-
rameterabhéngigen) Funktion p ausgegangen, so dass die Funktionen fiir den Ef-
fektivsteuersatz E, die Einkommensteuerfunktion S und den Grenzsteuersatz G
entsprechend berechnet werden.

Anhand dieser Herleitung wurde allgemein verdeutlicht, wie Differentialglei-
chungen zur Berechnung von Progressionen einbezogen werden kénnen. Die Her-
angehensweise kann insbesondere fiir Anwendungsbereiche, in denen Progressio-
nen stiickweise festgelegt werden, zu deutlichen Vereinfachungen fiihren.
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