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Flachentragheitsmoment eines allgemeinen Drei- und Vierecks

Die Berechnung von Flachentragheitsmomenten ist von grundlegender Bedeutung fur
die Berechnung von Balken und Rahmentragwerken. Aus der Annahme des ,eben Blei-
bens* des Balkenquerschnitts und dem Hooke’schen Gesetz folgt, dass die Biegespan-
nungen im Querschnitt linear verlaufen. Die Gro6Re der Biegespannungen und die
Kriimmung sind umgekehrt proportional zum Flachentragheitsmoment Iy.

IXX=”y2 dy dx .. (1)

Xy

Das kartesische xy Koordinatensystem des Querschnitts ist dabei so gelegt, dass fir
eine Biegung um die x Achse, das statische Moment Sy, Null wird.

SXX:”ydydx=O .. (2

Xy

Die entsprechenden Groéf3en fur die Biegung um die y Achse ergeben sich analog.
Schliel3lich wird fur die Biegung um eine allgemeine Achse noch das gemischte Fla-
chentragheitsmoment gebraucht.

Ixy:”xydydx .. (3)

Die Auswertung der Integrale fur die wichtigsten Regelflachen (Rechteck, Kreis, Dreieck
mit einer parallelen Seite zur Biegeachse, ...) findet man in Tabellen der Standardwerke
der Technischen Mechanik. Die Kennwerte fur allgemeine Flachen kénnen nach den
Steinerschen Verfahren aus diesen berechnet werden.

Die Auswertung der Integrale fur ein allgemeines Dreieck ist aufwandiger und bedarf
der Fallunterscheidung, wenn man im kartesischen Koordinatensystem bleibt. Wesent-
lich einfachere Ergebnisse erhalt man, wenn man die Berechnung in Dreieckkoordina-
ten durchfihrt.

Betrachtet wird das Dreieck ki, k2, ks mit der Flache F, siehe Bild 1. Die Eckpunkte des
Dreiecks haben die kartesischen Koordinaten ki (X1, Y1), K2 (X2, y2) und ks (X3, Y3).

k3(x3,y3)

F = Gesamtfliche

k1(x1,y1)
Bild 1: Bezeichnungen am Dreieck
Ein beliebiger Punkt P in dem Dreieck legt drei Subdreiecke fest, die durch den Punkt

selbst und jeweils zwei Dreieckpunkte gebildet werden. Die Subdreiecke haben die Fla-
chen Fy, Fy, Fs.
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Die Lage des Punktes P in dem Dreieck kann man nun beschreiben, indem man das
Verhéltnis der Flachen der drei Subdreiecke zu der Gesamtflache des Dreiecks angibt.
Diese Flachenverhéltnisse heil3en Dreieckkoordinaten.

|_1 :F]_/F
L2 :F2/F
Ls =F3 /F .. (4)

Die Summe der Dreieckkoordinaten ist Eins, da nur zwei der Dreieckkoordinaten unab-
hangig sind. Die dritte Dreieckkoordinate lasst sich Uber Gleichung (5) bestimmen.

Li+Lo+L3=1 (5)
Zwischen den Dreieckkoordinaten und den kartesischen Koordinaten besteht ein ein-

deutiger Zusammenhang, wenn die Lage des Dreiecks im kartesischen Koordinatensys-
tem festliegt.

X X, X, Xg||L;

Yr=|Y: Y2 Ysl|ils
1 |1 1 1L

l:

I—
I

. (6)

Die Gleichung (6) lasst sich invertieren, wenn die Flache F des Dreiecks von Null ver-
schieden ist.

L1 Yoz Xy (Xzys - Xsyz)
L, ;=1Q2F)| Vs X5 (Xg¥; —XY3) |1V
L3 Yo —Xp (lez - Xzyl) 1
L = Tt X - (7
mit
Xij = Xi = X und Yii = Vi
2F=det(T) =XoYys—XgY2—X1Y3+Xay1+X1Y2—X2VY1
=X12 Y23 -Yi2 Xo3
=X23 Y31 -Y23 Xa31
=X31 Y12 Y3 X1 .. (8)

Bei der Integration Uber die Dreieckflache von Funktionen, die in Dreieckkoordinaten
geschrieben sind, sind Integrale vom Typ (9) zu l6sen, die tUber Gleichung (5) in eine
Form von Gleichung (10) tUberflhrt werden kdnnen.

|=jf(Ll,L2,L3) dF .. (9)

|=jf(Ll,|_2) dF ... (10)

Das Flachendifferential dF kann durch zwei differentielle Dreieckkoordinaten ersetzt
werden.
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dF = 2 FdL; dL, .. (11)

Die Integrationsgrenzen missen dann beziglich der Differentiale dL; und dL, ange-
passt werden, siehe /1/.

I—ZFJ‘ Tf(Ll,LZ)dL dL, .. (12)

L,=0L,=0

Zur Auswertung des Intergrals (1) muss nun noch y? durch Gleichung (6) ersetzt wer-
den.

1-L,

Hy By ox=2F [ [ (vo+Lyys +Lys ) oLy ol . (13)

L,=0L,=0

Die nun triviale Berechnung dieses und der anderen Integrale ergibt:

F
S, :§(y1+y2+y3) ... (14)
F
| =g(y$ Y5 Y HY Yo +YaYs +y3y1) - (15)
F
ey :1_2(X1(2 Vit Yo +Ya)+Xo (Vi 2V, +Ya) + Xa (Y +Y2 +2Y5)) - (16)

Die Flache F kann dabei nach Gleichung (8) bestimmt werden.

Eine analoge Vorgehensweise fur das allgemeine Viereck mit den Eckpunkten 1 bis 4,
nummeriert gegen den Uhrzeigersinn, flihrt zu den Werten:

1
F :E(st You = %04 y13) - (17)
XYY Y Y X, Y Y YY) (18)
B\ X Vol Yy Y FY )X, Y (Y Y, Y
2
[T (XY XY XY )+ (K1Y XY+ oY) (19)
T T2{ Y5 (KogY s + XauYy FX0uYs ) Y5 (XaaY s + XY, + X5V, )
xf(y§+2y1 y24)_y12(x§+2><1 x42)
| _ 1 Xg(y§+2y2 y31)_y§(xé+zxz x13) (20)
Y24 (Vi 2y, Va ) -y (X2, Xy,)
2 2 2 2
(Vi +2y, v, )-Ya (X +2%, x5,

/1/ Herrmann, Horst; Skripte zur Methode der Finiten Elemente;
http://public.beuth-hochschule.de/~herrmann/skripte/FEM_| 2 4 4 Dreieckkoordinaten.pdf
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